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Sommaire.
On etudie des systemes de fonctions harmoniques, prenant leurs valeurs dans un
espace ordonne et topologique quelconque R et l'on determine sous queUes conditions
pour Rune partie de la Lhoorie classique du probleme de Dirichlet reste intacte.
1. Preliminairee et notations
Soit A un ensemble et soit R un ensemble muni d'une topologie e et
d'une relation d'ordre <:. Pour chaque propriete r« (ou *r) on deaignera
par *r (ou r*) la propriete duale par rapport a < et on designera par r
la propriete H II H. On appelle relativement t-eomplet chaque systeme
(R, <:), qui possede la propriete (fe) = (fe*) II (*te), definie par
(fe*): a = sup a
rx
existe pour chaque tamille non vide, filtrante it
droite et bornee superieurement (arx) CR.
On dit que (R, <:) est relativement complet, si sup arx et inf arx existent pour
rx rx
chaque famille non vide et bornee (a,,) CR.
11 existe un isomorphisme i de (R, -c ) dans un espace completement
reticule (11, -c ), avec un plus grand element +00 et un plus petit element
- 00, tel que i (sup a,,)= sup (ia,,) et i (inf a
rx
) = inf (ia
rx
), si ces expressions
a IX iX IX
sont definies (voir [2]). On dit qu'une fonction [: A --+ 11 est bornee superi-
eurement (infCrieurement), si t(x)<:b (f(x»b) pour chaque x E A et un
element b de R. Pour chaque ensemble X de fonctions [: A --+ il soit X+
(L) l'ensemble des t E X, telles que t soit borneo superieurement (inferi-
eurement). On dit qu'une fonction t E X est bornee, si t E Xb=X+ n X_ et
l'on dit que test finie, si t E XI, c'est-a-dire t E X et t A --+ R.
Soit A maintenant un espace topologique; on designe par ~(A) ou
~(A, R) l'ensemble des fonctions continues [: A --+ Ret, pour chaque
ensemble X de fonctions [: B --+ il, Be A, par X l'ensemble des fonctions
jE~(J3), telles que t= restBjEX. On designe par sci(A) (ou sci(A,R))
l'ensemble des fonctions t: A --+ il, telles que t(x) = sup g(x) et par
gif6'(A)
g~f
scs(A)
I( x) =
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(ou sC8(A, R)) l'ensemble des fonctions I:A -+ Il, telIes que
inf g(x) pour chaque x E A.
gt?C(A)
g~f
Soient I un ensemble non vide , preordonne et filtrant it droite d'indices
et (a")"EI C Rune famille, telle que a" -+ a par rapport a (R , 0). On eorit
a" --r a, si la famille (a,,~st borneo dans (R , -c ). Pour chaque famille
(a,,) C Il on designe par lim a" I'element inf sup as et par lim a" I'element
IX ec fJ~ 1X -,,-
sup inf ap et l'on ecrit a" a, si a = lim at< = lim a". Soit (R, -c ) un espace
a fJ~1X -,,-
reticule; on dit que (R, 0, <:) est relativement topologique «, si les relations
a" --r a et cp --r c entrainent sup (a", cp) -+ sup (a , c).
2. Le probleme de Dirichlet non-reel
Soit R un ensemble, muni d'une topologie 0 et d 'une relation d'ordre -c ,
La structure du problema de Dirichlet de la theorie axiomatique usuelIe
des espaces harmoniques (voir [1]), ou les fonctions harmoniques sont
reelles, se laisse generaliser de la faeon suivante.
Definition 1. On appelIe espace encadre chaque couple (Q, Q*) , de
sorte que Q* soit un espace topologique, Q un sous-espace ouvert et
dense de Q* et oQ=Q* -Q soit non vide. Un espace pointe est un espace
enoadre, tel que i)Q ne contienne qu'un seul point.
Definition 2. On dit qu'un triple (Q, Q* ,.;II') est un espace R-
pregulier, si (Q, Q*) est un espace enoadre et .;II' C ~(Q, R) est un ensemble
de fonctions, dites R-harmoniques, tel que
(rl) pour chaque I E ~b(i)Q) il existe une [onction. n, E ff et une seule,
telle que 1= rest1l{)Hf ,
(r2) I, g E ~b(OQ), I <: g =- ilf<:ilg •
On designe par H, la fonction restnilf . Dans la theorie classique, Q*
est en outre compact et .;II' est un espace Iineaire de fonctions reelles,
Dans ce cas, l'application I -+ ilf(x) est, pour chaque x E Q*, une mesure
de Radon non-negative ex sur oQ, la mesure harmonique.
Definition 3. Un esp ace R-regulier est un espace R-pregulier (Q,
Q*, .;11'), qui satisfait a la propriete (r3) , definie par :
(r3*) u= sup u" existe et est une [onciion. R-harmonique, pour chaque [a/mille
"
non vide , filtrante a droite (u,,) C .;II', majoree par une [onciion.
H g , g E ~b(OQ).
Pour chaque espaoe encadre (Q, Q*) soit desormais .;II'R C ~(Q) l'ensemble
des fonctions constantes.
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Exem pIe 4. Q= {x E 'f\2: [xl < I}, Q* =Q, u E ft' -¢:> LJu= 0. Pour oha-
que espace pointe compact (Q, Q*), (Q, Q*, £''6) est un espace '6-regulier
dans Ie sens usuel.
Definition 5. Soit (Q, f2*) un espace pointe. On dit que (f2, Q*)
est un espace {iltre, associe it Q, si Q* est un ensemble preordonne et
filtrant it droite, avec un plus grand element 00, Q=Q*-{oo} est muni
de la topologie discrete et les sections de Q, munis du point 00, donnent
un systeme fondamental de voisinages de 00.
Lemme 6. Soit N* un ensemble preortlonne, avec un plus grand
element 00, et soit N ~ N* - {oo} non vide et {iltrant adroite. II existe une
topologie et une seule sur N, pour laquelle (N, N*) est un espace {iltre.
Exemple 7. Soient (N, N*) un espace filtre et I une fonction stricte-
ment positive, reelle, continue et bornee dans N*. II existe un ensemble
,noN de fonctions continues et bornees g: N* --+ n, tel que (N, N*, restN£'N)
soit un espace '6-regulier, par exemple g(n)=/(n)g(oo)/I(oo).
'I'h oor e m e 8. Les proprietes suivantes sont equioalenies :
(1) II existe un espace pointe (f2, Q*), tel que (Q, Q*, £R) soit R-pregulier.
(2) (R, 0) est un espace accessible.
(3) (Q, Q*, £ R) est R-prcgulier, pour chaque espace pointe (Q, Q*).
(1) =;.. (2): Choisissons un tel espace pointe R-pregulier. Les restrictions
it Q des fonctions I=a dans Q, I=b dans bQ et h=b dans Q* sont R-
harmoniques, done I 1= ~(Q*). Les autres implications sont evidentes.
'I'h e orerne 9. Les proprietes suivantes soni equioalenies:
(01) Il existe un espace pointe (Q, Q*), tel que (Q, Q*, £R) soit R-regulier.
(RI) (R,O) est un espace accessible et (R, -c) est relativement j-complei.
(SI) (Q, Q*, £R) est R-requlier, pour chaque espace pointe (Q, Q*).
On acceptera desormais l'axiome (RI), done la persistance de l'exemple
le plus simple de la theorie classique.
Exemple 10. Soient (1,1*) un espace filtre et (QI, Q 1*, .noR ) un
espace R-regulier pointe, par exemple Q1 = [0, 1), Q 1* = [0, 1]. Soient
bQ1={X1}, M={oo}, x={Xl,oo}, Q=Q1 x 1 et Q*=(Q1*x1)u {x}. On
munit Q* de la topologie induite par la topologie produit de Q1* x 1*.
(Q, Q*) est un espace eneadre. Pour chaque fonction I: IX -+ a", de I dans
Ron designe par HIla fonction (z, IX) -+ a", de Q dans R. Si £ est l'ensemble
de ces fonctions HI, alors (Q, Q*, £) est un espace R-regulier, qu'on
appelle l'espace R-regulier cananique, associe a I et Q1.
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'I'heor em e 11. L es proprietes su ivan tes son i equ ioalen tes :
(R2) (R , 0, <:) est un esp ace reticule relativem ent topologique.
(5) Sup (f , g) et inf (f , g) ex isten t et sont des elemen ts de ~b(A ), pour
chaque espace topologique A et toutes les [onctions I, g E ~b (A ) .
(82) Pour chaque esp ace R-prigulier (Q, Q* , .Yf'), ~b(OQ) est un espace
reticule et l'application 1---+ HI est un isomorphieme, pour cette struc-
ture, de ~b(OQ) sur H «fb(Of}) .
(0 2) ~b(OQ) est un espace reticule pour cheque esp ace R-requlier canonique
(Q, Q* , Ye).
(R2) =;. (5) =;. (8 2) =;. (02): C'est evident.
02) =;. (R2): (R , <:) es t evidemment un espace reticule. Soient It et 12
deux ensembles non vides, preordonnes et filtrants a droite. Soient
(a,JO:EI, et (CfJ){JEI. C R deux familles, telles que a o: b a et cfJ b c dans
(R , 0). Posons l'= It x 12, muni du preordre produit, a ' Io:, fJl = ao: et C'Io:,fJl = cfJ '
On a a' Io:, fJ )b a, c '(o:,fJJ b c et il faut demontrer les rel ations
sup (a' (o:. fJ)' c '(o:,fJ» ---+ sup (a, c ) et inf (a' (o:.fJl' c'(o:.fJJ) ---+ inf (a, c).
Supposons que la premiere relation ne soit pas verifiee. En vert u de (Rl) ,
l' ne possede a ucun element maximal. Soient ensuite 1 =1' x TI, muni du
, dr duit v e " ' 11 11 I" I'preor e pro uit , a IY,21) = ay, a (y ,2i+ l ) = a , c (y.21) = cy et c (y ,2i+l) = C, Y E •
I est filtrant a droite, a" (y,l)b a ,c"IY,i)b c et sup (a"(y,i» ' C"(y.il) hsup (a , c).
Soien t (I , 1*) un espace filtre associe tc L, (Q1, QJ *, YeR) un espace R-
regulier pointe, (Q, Q *, Yt' ) l' espace R-regulier cano nique associe a I et
Q] et I , g : 1* ---+ R les fonctions definie s par l(b) = a6" , I(oo)= a, g(b) = c/ ,
g(oo) =c, b El. On a l, gE ~b(I*)=~b(oQ) , done il existe une plus petite
majorante h E ~b(OQ) , (Rl) ent raine h(b) = sup (a/ , c/ ) pour chaque b e I ,
sup (a/ , c/) ---+ h(00 ) = d =1= sup (a , c) et d E {sup (a , cn,ce qui est absurde.
On acceptera desormais l 'axiome (R2) , done la propriete (82), fonda-
mentale dans la theorie classique.
Proposition 12. Dans chaque intervalle [erme [a, b] de R, la topologie
oest plus fine que la topologie intervalle de It, c'est-a-dire la topologie sur It,
enqendree par tous les in tervalles [erme« [c,oo] et [ - 00, c], CE It.
En effet, chaque intersection non vide d'un intervall e ferme de R et
d 'un intervalle ferme de It est un intervalle ferme de R, t andis que les
r elations a o: b a et a o: < c E R ent rainent a <:c, parce que c..= c = sup
(a", c) ---+ c et c.. ---+ sup (a , c), done c = sup (a , c»a.
Proposition 13. Pour qu'un system e qu elconqu e (R , 0, <:) poesede les
proprietis (Rl) et (R2) , i l lau t et il suffit qu e (R , 0, <:) soi t un esp ace reticule
relat ivement topologique et relativemen t complet.
En effet, la topologie inter valle est accessible et moins fine que °et
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chaque ensemble reticule relativement f-complet est relativement complet
(voir [2]).
Proposition 14. f(x)=
A et f E sci-(A).
sup g(x), pour chaque espace topoloqique
g~b(A)
g~f
inf Hg(x) ,
g)!;f
gE8Ci(bQ)
Definition 15* . Pour chaque espace R-pregulier (Q, Q*, £') et
f E sci-(oQ) on designe par HIla fonction x -+ sup Ilg(x), x E Q.
g~f
gE"Cb(bQ)
Pour chaque f : oQ -+ E on designe par HIla fonction x -+
x E Q .
On introduit I'operateur IfJ a l'aide de la definition *15. On ecrit HI
au lieu de HI, et on dit que f est resolutive, si HI est une fonction finie et
HI=!h. Chaquc fonction f E "t'b(bQ) est resolutive et l11(x )= Jfdex dans
Ie cas classique. Designons par £' (.n"') l'cnsemhle des fonctions u E £',
tclles que u :;;. H g (u ,;;;; Hg), pour une fon ction g E "t'b(OQ ); soit £'m =
= .n'" n .e,
Lemme 16. (6*) HI ';;;;!!t pour chaque fonction f Esci-(?'JQ) et tout
espace R-pregulier (Q, Q*, £').
(7 *) fit Eft'm pour chaque jonction j E scib(?'JQ) et tout espace R-regulier
(Q, Q* , £').
Definition 17 *. Soit h une fonction de Q dans E. On designo par
?'J+h la fonction restbQ sup g.
g~h
g~(Q*)
Dans le cas classique, on a o+h(x)= lim inf h(y) SI h > - 00.
!nv - :rEl)Q
Proposition 18. (8*) ?'J+h E sci(?'JQ).
(9*) ()+fit:;;.f pour cheque fonction f E sci-(i'JQ) et tout espace R-pregulier
(Q, Q*, .n"').
DMini tion 19 . On dit qu'un espace R-pregulier (fl, Q*, ,n"') est MP,
s'il verifie la condition:
(mp) u E ,n"', v E £ "', i'J-t-u :;;,i'J-v =- u :;;.v.
Chaque espace R-regulier canonique est .iWP.
Proposition 20. Soi ent (Q, Q*, £') un espace R-regulier MP, (f,,) C
C scib(?'JQ) une jamille non vide, bornee euperieuremeni et filtrante adroite et
1= sup fa ' alors fit = sup HI".
" a
4 Indagationes
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En effet, soit a«t un element de ~b(OQ) et soit h = sup ilt",. On a
a
I E scib(oQ), h e :Y!' et H g E ,Yf', done o+h;;;.o+ilt", ;;;'I", pour ehaque IX, o+h;;;.
;;;. I;;;. g ;;;. o- Hg, h ;;;.Hg et h ;» sup Hg=ilt ;;;. sup ilt", =h.
'"Dans Ie cas classique, on prouve eette prop osition sans les proprietes
(r3) et (mp).
Proposition 2 1. Soient (Q, Q*, .no) un espace R -pregulier MP et
h E .Ye, alors h ;;;.ill)+h et O+ill)+h=O+h.
En effet, on a o+h E sci_(oQ) et o-Hg <:Jhh, pour ehaque g E~b(OQ) t elle
que g <.o+h, done h ;;;. B y, h ;;;. ill) +h et o+h;;;. O+Hl)+h;;;' o+h (proposition 18).
Proposition 22 . Soient (Q, Q*,.no) un espace R-pregulier MP et I
une [onction. de oQ dans R, alors ilt<. inf h, avec egalite si (Q, Q*, .no)
est R-regulier et I E SCib(OQ ). hEY{'()+h~f
En effet, les relations h E .no et o+h;;;. I entrainen t o+hE sci-(oQ) , done
ilt = inf ilg<.ill)+h<.h. La deuxieme assert ion resulte du lemme
uescL (l).Q)
g~1
16 et la proposition 18.
'I'h eor eme 23 . Lee proprietes suivantes sont equivalentes:
(R3*) Pour chaque bE R et toute [amille non vide, bornee et filtrante a
droite (a",) C R , on a sup inf (b, a",) = inf (b, sup aJ.
tx a
(10*) I, g E sciAA ) =I> inf (f , g) E sci(A ), pour chaque espace topologique A.
(83*) Pour chaque espace R-regulier MP (Q, Q*, .no), toute [onction. bornee
I : oQ ---* R et toutes les [onctions ha, ha, E .no, telles que g= inf (o+hI,
o+~) ;;;. I, il existe une [onction. ha E .nom, telle que o+ha ;;;' I et ha <.
<. inf (hI, h2 ) .
(03*) Pour chaque espace R-regulier canonique (Q, Q*, .no), toute [onction.
bornee I: oQ ---* R et toutes lee [onctione hI, h2 E ,no, telles que g= inf
(o+hI, o+h2) ;;;. I , il existe une [onction. ha E .no, telle que o+ha ;;;' I et
ha<. inf (hI, h2).
(R3*) =I> (10*), (83*) =I> (03*): C'est evident.
(10*) =1>(83*): Soientb ;;;.l,g' = inf(b,g)etha=ilg, . Onag'Escib(oQ),
ha E .e.; o+ha ;;;' g' ;;. I et hI ;;' ill)+h 1 ;;' ilg;;. ilg,= ha.
(03*) =I> (R3*) : P osant a= sup a"" on a su p in f (b,a",)<' inf(b,a).
'" '"Soient Q1 = [0, 1), Q1* = [0, 1J, I l' ensemble des indices de la famille (aJ ,
(Q, Q* , .no) l 'espaee R-regulier assooie a I et QI , It: oQ ---* R la fonetion
IX ---* a"" h(oo)= a, h1=H!} et ~=Hb. On a hI, ~ E ,no, o+h1 =h et o~2 =b.
Posant I(IX) = inf (b, a", ), 1(00) = inf (a, b), on a O+ha(IX) = inf (b, a",) et
o+ha(oo) = inf (a, b)< sup inf (b, a",) (proposition 12).
a
On aeeepte desormais l'axiome (R3). II en resulte (voir [2J):
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Corollaire 24. a", 7 a, cp~" c =;. inf (a"" cp) -+>- inf (a, c) et
sup (a"" cp) -+>- sup (a, c).
Proposition 25. Pour chaque fonction f E scib(oQ) U SCSb(OQ) et tout
espace R-regulier MP (Q, Q*, YC'), f est resolutive.
Il faut prouver la relation lfr;;;;,1h pour chaque fonction f E scib(oQ).
En vertu de (10), on a lft= sup lfh, dono lff E YC'm, o+Ht>
hE 8c8b ("3£1)
h,,;;,t
>f>h>o-lfh' Hf>lfh et Ht>lft.
Dans Ie cas-classique, on prouve cette proposition sans les proprietes
(r3) et (mp).
22 et
MP et
generalise la proposition 20:
inf
oE8cib 1<1.0)
o~1
h. L'assertion resulte maintenant de la proposition
En effet, Hf =
Proposition 26. Soient (Q, Q*, on") un espace R-regulier
f: oQ ---+ Rune fonction bornee, alors Ht= inf h e YC'm.
hE£'
o+h?3f
ti; HgEYC'm et o+Hg>g>f, done
inf
hE£'
o+h?3f
la relation (83).
Le resultat suivant
Proposition 27. 80ient (Q,Q*,YC') un espace R-regulierMP, (f",)C
C sci-(oQ) une famille non vide filtrante it droite et f= sup t, alors Ht=
= sup Hf ",. a
a
C'est evident, si f E ~b(OQ) (proposition 20). L'assertion resulte ensuite
des relations f= sup g et g= sup inf (g, h) (R3).
g~f hErt'b (oD)
gErt'b (oD) h~f"" IX
Exemple 28. Soient A un ensemble, n:» 1, R=nA muni de la topo-
logie produit et de l'ordre produit, Q la boule unite ouverte dans nn,
Q* =Q et YC' l'ensemble des fonctions h: Q ---+ R, telles que chaque com-
posante de h soit harmonique dans le sens usuel. (Q, Q*, YC') est un espace
R-regulier et R satisfait aux axiomes (Rl)-(R3).
Exemple 29. Soient (A, ff, P) un espace probabilise, P une mesure
complete, (ffn)nETI une suite croissante de sous-tribus de ff, telle que
chaque ffn contienne les ensembles P-negligeables et ff = sup ffn.
Munissons l'ensemble R=L1(A, ff, P) de l'ordre quotient <;; usuel et de
la norme II· lit- R satisfait aux axiomes (Rl)-(R3) (voir [2]) et la borne
superieure d'une fa mille bornee, filtrante a droite, d'elements de Rest
la limite de cette famille. Pour chaque n, l'espace R n=L1(A, ffn , P) est
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un sous-espace ferme de R. Soient Q=fl. et Q* =D. Les elements de £
seront les suites (an) C R, telles que an ERn et E[aml5&"n] = an, quels que
soient m, nED, tels que n .;;;; m, c'est-a-dire, (Xn ) est une martingale pour
toute suite de representants de (an) (voir [3]). Pour chaque a E R , la
suite (an)= (E[a l5&"n]) est l'unique element de .it', tel que an~ a (Levy)
et a z-b implique an;;;.bn. L'axiome (r3) est une consequence de la con-
tinuite de l'operateur a ~ E[al5&"n] dans Ll. Soit enfin (cn) un element
de Jf', tel que o+(cn ) ;;;. O. (dn ) = (inf (Cn, 0)) est une surmartingale uniforme-
ment integrable, dono dn~ d ELl et d«» E[dl5&"n]. La relation d« > an~ a
entraine a.;;;; d, dono d ;» 0, dn :> 0 et Cn :> O. Par consequent, l'espace
(D, 11*, £) des martingales denombrables est un espace Ll-regulier MP.
On peut d'ailleurs generaliser cet exemple.
On a maintenant montre I'equivalenee des proprietes suivantes:
(a). Les axiomes (R1)-(R3) pour l'espace (R ,O, -c ),
(b). Les conditions (01)-(03), c'est-a-dire l'existence de certains mo-
deles de la theorie,
(c). Les theoremes generaux (81)-(83) pour le probleme de Dirichlet.
Sous ces conditions, une bonne partie des resultats de la theorie globale
du problema de Dirichlet reste intacte. En outre, les axiomes de la theorie
du potentiel sont plus orthogonaux dans notre cas: contrairement au cas
classique, certaines propositions necessitent Ie principe du minimum ou
l'axiome de Harnack, parce que nous avons raye toute structure lineaire
de la theorie. L'absence de proprietes lineaires peut avoir un certain
interet pour I'etude des equations elliptiques non-lineaires.
Dans [4] Monna a generalise d'une autre facon le role des nombres
reels dans la theorie des espaces harmoniques. Partant d'un faiseeau de
fonctions harmoniques a. valeurs dans une oategorie lineaire, il construit
l'espace lineaire etale, attache a. ce faisceau et non neeessairement iso-
morphe a. B.
Dans une publication ulterieure, on examinera quelques generalisations
des axiomes de la theorie du potentiel et leurs consequences, afin d'elargir
la collection des modeles de cette theorie,
Electronisch Rekencentrum der
Rijksuniversiteit, Utrecht.
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